GRAFY
Graf zorientowany (skierowany):
G = (V, E)
gdzie:  
V - skończony niepusty zbiór wierzchołków,

E ( V ( V  -  zbiór krawędzi (krawędzie są parami wierzchołków)
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Graf niezorientowany (nieskierowany):   

G = (V, E)
gdzie:  
V - skończony niepusty zbiór wierzchołków
E ( 2V -  zbiór krawędzi, (e(E : (e (= 2 

(krawędzie są dwuelementowymi podzbiorami)
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Graf skierowany

Definicja.

Ścieżka  w grafie skierowanym G=(V,E) to niepusty ciąg wierzchołków:
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gdzie:   
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Długość ścieżki P wynosi  k-1.

Przykład:
	
[image: image8.png]



	Długość ścieżki (a;c)=1

Długość ścieżki (a;c;b;d)=3

Długość ścieżki (e)=0

Długość ścieżki (e;e)=1




Graf skierowany

  Ścieżkę P nazywamy ścieżką prostą wtedy i tylko wtedy,
 gdy 
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( dopuszczamy 
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	(a;c;b;d)-ścieżka prosta o dł.3

(b;c;b;d)-ścieżka o dł.3, nie jest to ścieżka prosta


· Cykl - ścieżka P o niezerowej długości, dla której 
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Np. (c;b;d;c) lub (c;b;c;e;d;c)
· Pętla- cykl długości 1  (e)

Skierowane grafy acykliczne

· Skierowany graf acykliczny – graf skierowany, nie posiadający żadnych cykli 
[image: image14.png]S





· W szczególności drzewa też są skierowanymi grafami acyklicznymi
  

Grafy 
· Podgrafem grafu G =(V,E) jest graf G’ =(V’,E’), w którym
V’(V oraz E’= E ( V’× V’.
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Przykładowy graf i jego podgraf

Grafy nieskierowane

· Spójna składowa grafu nieskierowanego to dowolny maksymalny 
(ze względu na relację () podgraf, w którym każde dwa wierzchołki są połączone ścieżką.

[image: image16.png]>
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 Spójne składowe grafu (każda oznaczona innym kolorem)

(Nieformalnie spójna składowa grafu jest to taki podgraf, który można 'wydzielić' z całego grafu bez usuwania krawędzi.)
Grafy nieskierowane

· Graf nieskierowany jest spójny, gdy ma jedną spójną składową.
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· Krawędź, której usunięcie zwiększa liczbę spójnych składowych grafu nazywamy mostem.
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Graf z zaznaczonymi na czerwono mostami

Grafy nieskierowane

· Wierzchołek, którego usunięcie zwiększa liczbę spójnych składowych grafu nazywamy wierzchołkiem rozdzielającym.

[image: image19.png]



Graf z zaznaczonymi na czerwono wierzchołkami rozdzielającymi


Grafy nieskierowane



Zad. Podaj wszystkie wierzchołki rozdzielające oraz mosty w następującym grafie:
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Wierzchołki rozdzielające: c, f, i

Mosty: cd, fi 

Grafy 
Stopniem wierzchołka w grafie nieskierowanym jest liczba incydentnych z nim krawędzi.

Stopniem wierzchołka w grafie skierowanym jest suma jego stopni: wejściowego i wyjściowego.

Dwa grafy G=(V,E) i G’=(V’,E’) są izomorficzne jeśli istnieje bijekcja f:V(V’ taka, że (u,v)(E  ( (f(u),f(v))(E’ .

Grafy 
Fakt: jeśli dwa grafy G=(V,E) i G’=(V’,E’) są izomorficzne, to

a) zbiory wierzchołków są równoliczne, (|V|=n=|V’|);

b) dla 0(i(n podzbiory wierzchołków stopnia i w zbiorach V i V’ też są równoliczne.











Grafy nieskierowane
· Graf nieskierowany G=(V,E) nazywamy pustym gdy nie ma krawędzi. 
( |E|=0 )



· Graf nieskierowany G=(V,E) nazywamy regularnym, gdy stopnie jego wszystkich wierzchołków są równe. 
( Jeżeli |V| = n, wspólny stopień = s, to |E| = n*s/2 )



· Graf nieskierowany G=(V,E) nazywamy pełnym, gdy ma wszystkie możliwe krawędzie. (nie można dołożyć krawędzi; |V| = n
|E| = n*(n-1)/2 )


Grafy nieskierowane
· Graf nieskierowany G=(V,E) nazywamy dwudzielnym, gdy zbiór V można podzielić na dwa niepuste zbiory V1 i V2 takie, każda krawędź z E łączy wierzchołek z V1 z wierzchołkiem z V2 .
· Graf nieskierowany G=(V,E) nazywamy planarnym, gdy wierzchołki 
i krawędzie da się tak rozmieścić na płaszczyźnie, że żadna krawędź nie przecina innej, ani nie przechodzi przez wierzchołek nie będący jej końcem.

Grafy etykietowane
Praktyczne aplikacje grafowe zazwyczaj wymagają, aby grafy zawierały pewne dodatkowe informacje – grafy etykietowane (etykietowane krawędzie lub wierzchołki)

[image: image21.png]



Grafy nieskierowane
· Multigraf (wiele krawędzi między dwoma wierzchołkami)
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· Hipergraf (dowolna krawędź hipergrafu może łączyc więcej niż dwa wierzchołki)
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Reprezentacja grafów
Utożsamiamy:  V = {1,...,n}

1. Tablica sąsiedztwa (macierz incydencji)
2. Listy sąsiedztwa (listy następników):

Reprezentacja grafów - macierz incydencji

· Graf jest reprezentowany przez tak zwaną macierz sąsiedztwa. 
· Jest to macierz kwadratowa indeksowana wierzchołkami grafu, której elementy przyjmują wartości 0 lub 1. 
· Jedynka (1) na przecięciu i-tego wiersza i j-tej kolumny oznacza, że w grafie jest krawędź pomiędzy wierzchołkami i oraz j, zaś zero oznacza brak krawędzi pomiędzy tymi wierzchołkami. 
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Reprezentacja grafów - macierz incydencji

Graf skierowany:

	[image: image25.png]



	   1 2 3 4 5

1 0 0 0 1 0

2 0 0 1 0 0
3 0 0 0 0 0      

4 0 1 0 0 1
5 0 0 1 0 0 


Graf nieskierowany:
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Reprezentacja grafów - macierz incydencji

W przypadku, gdy krawędzie mają wagi, elementy macierzy traktujemy jako wagi bezpośrednich połączeń pomiędzy wierzchołkami w grafie. 
· Jeśli (i,j) jest krawędzią w grafie, to na przecięciu tej i-tego wiersza i j-tej kolumny wstawiamy wagę krawędzi.
· Gdy nie ma w grafie krawędzi (i,j), wstawiamy [image: image28.png]


. 
· Przyjmujemy, że na przekątnej macierzy sąsiedztwa zawsze stawiamy zera.
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	   1   2   3   4   5

1 0   [image: image30.png]
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2 [image: image33.png]
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Reprezentacja grafów – macierz incydencji
Zalety: prostota oraz sprawdzanie w czasie stałym, czy dwa wierzchołki są połączone krawędzią w grafie . 
Wady: niezależnie od rozmiaru grafu, rozmiar tej reprezentacji jest zawsze kwadratowy. Algorytmy dla większości problemów grafowych działają w czasie Ω(n2). 
Reprezentacja grafów – listy sasiedztwa

· W tej implementacji dla każdego wierzchołka w grafie pamiętamy listę jego sąsiadów zwaną listą sąsiedztwa.
· Graf o n wierzchołkach reprezentowany przez tablicę L[n] list. L[i] jest nagłówkiem listy zawierającej wszystkie j, takie że (i, j) jest krawędzią.

· Kolejność wierzchołków na listach może być dowolna.
· Dla grafu niezorientowanego każda krawędź (i, j) reprezentowana jest  w liście L[i] oraz w liście L[j].
· W przypadku grafu z wagami, jeśli wierzchołek j występuje na liście wierzchołka i, to z wystąpieniem wierzchołka j związana jest waga krawędzi (i,j).

Reprezentacja grafów – listy sasiedztwa

Graf skierowany:
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	1 -> 4

2 ->3

3 ->NULL
4 ->2->5

5 ->3


Graf nieskierowany:
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	1 -> 4

2 ->3->4
3 ->2->5
4 ->1->2->5

5 ->3->4


Reprezentacja grafów – listy sasiedztwa

· Uwaga: suma długości list sąsiedztwa wynosi 2m, a zatem rozmiar struktury danych reprezentującej graf wynosi O(n+m) (liniowy ze względu na rozmiar danych). 
· Listy L można łatwo zbudować w czasie liniowym. 

· Jeśli chcemy uzyskiwać algorytmy, których złożoności jak najlepiej zależą od rozmiaru grafu, a w szczególności są liniowe ze względu na ten rozmiar, należy reprezentować graf przez listy sąsiedztwa.
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